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Abstract - -  Harmonic heat diffusion applied to non-destructive evaluation by photothermal techniques. The thermal behaviour 
of a sample submitted to a sinusoidal optical irradiation is modelled in axisymmetrical two-dimensional geometry. The solution by 
integral transforms and by Green's functions or harmonic responses points out characteristic heat diffusion behaviours, according 
to the ratio between the thermal diffusion length and the dimensions of the beam or of the sample. With a view to parameter 
identification, these particular behaviours provide model reduction opportunities. The spherical behaviour, mainly involved with a 
micrometric excitation, contributes to the spatial resolution of the photothermal techniques. © Elsevier, Paris. 
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REsumE - -  Le comportement thermique d'un Echantillon soumis ~ une excitation optique sinusoidale est modelis~ en g~om~trie 
bidimensionnelle axisymEtrique. La mod~lisation par transform~es integrales et par fonctions de Green ou reponses harmoniques 
met en Evidence diffErents r~gimes, en fonction du rapport entre la Iongueur de diffusion thermique et les dimensions 
caractEristiques du faisceau et de I'~chantillon. Ces regimes apportent des opportunitEs de r~duction de module en vue de 
I'identification paramEtrique. Le regime sph~rique, observe avec une excitation de dimensions micrometriques, contribue alors ~. 
la resolution spatiale des techniques photothermiques. © Elsevier, Paris. 
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1. INTRODUCTION 

Une tendance forte actuelle des techniques photo- 
thermiques consiste ~t les met t re  en ceuw'e ~ l'6chelle 
nficroscopique. Pour a t te indre  cet objectif,  ces techni- 
ques doivent 6tre implant6es dans divers microscopes : 
optique, 61ectronique, h effet tunnel,  5~ force atomique.. .  
Quelle que soit la technique de d6tection retenue, les 
temp6ratures  at teintes  par  l '6chantillon sous excitat ion 
p6riodique doivent 6tre calcul6es, en vue de l ' interpr6ta-  
t ion des images obtenues, puis de l ' identification de 
param6tres  physiques ~ par t i r  des signaux photothermi-  
ques ou thermo61astiques. 

Les r6sultats obtenus par  plusieurs mod61isations 
thermocin6tiques sont pr6sent6s. Ces diff6rentes mod61i- 
sations sont entreprises en ut i l isant  largement des trans- 
form6es int6grales, fonctions de Green ou r6ponses hat-  
moniques, avec une a t tent ion  particuli6re port6e aux 
rdgimes thermiques observ6s avec une excitat ion opti- 
que de type laser et de dimensions microm6triques. 

Diff6rents r6gimes thermiques sont mis en 6vidence 
en fonction du rappor t  entre la longueur de diffusion 
thermique et les dimensions caract6ristiques du faisceau 
excitateur et de l '6chantillon. Ces r6gimes appor tent  
des opportuni t6s  de r6duction de mod61es en vue de 
l ' identification param6trique.  

Cet article est avant tout  un travail  didact ique et de 
synth6se, dont le principal  object if  consiste h faciliter 
l ' in terpr6tat ion des t ransferts  de chaleur rencontr6s 
dans les m6thodes photothermiques  en fonction des 
conditions exp6rimentales. 

2. ONDE THERMIQUE OU DIFFUSION 
HARMONIQUE ? 

Les per turba t ions  sinusoidales de tempera ture  in- 
duites par  des sources ou des condit ions limites pSrio- 
diques, telles que eelles intervenant  dans les techniques 

photothermiques,  sont couramment  baptis~es ,,ondes 
the rmiques -  ou, en anglais, , , thermal  waves,,. Le plus 
souvent, cette appel la t ion est plus particuli~rement ap- 
pliqu~e 5~ la r@onse harmonique unidimensionnelle en 
coordonn~es cart~siennes, dont la forme mathSmatique 
s ' apparente  ~ celle d 'une onde plane en optique. 

Str ic tement  par lant  [1], une , ,onde-  est le mode 
de propagat ion d 'une grandeur  ~ dont les variations 
temporelles et spatiales sont liSes par une ~quation aux 
d6riv6es partielles, di te , ,6quation d 'onde, ,  oh appara i t  
explici tement la vitesse de propagat ion v : 

v 2 A~P - O~g' Ot ~ (1) 

Par  ailleurs, une ~quation aux d~riv~es partielles est 
di te , ,~quation de diffusion,, quand elle est, comme 
l 'Squation de la ehaleur, de la forme : 

Oo 

En rSgime sinuso'/dal, on postule que ka prend la 
forme : 

e (x ,  y, z, t) = ~ ( x ,  y, z) exp(j wt) (3) 

/ t  par t i r  de l 'Squation d 'onde,  il vient dans ce cas 
que l ' ampl i tude  complexe ~ est solution de l 'Squation 
de Helmholtz : 

~ d  2 

A~P~ + ~-~ ~P~ = 0 (4) 

L'6quation de diffusion about i t  6galement dans le cas 
harmonique 5 une 6quation de Helmholtz : 

a ~  - ~ ~ = 0 ( 5 )  
a 

d 'oh  une certaine d~g~nSrescence formelle des deux 
ph~nom~nes en r~gime harmonique. Notons tout  de 
m~me que le coefficient de l '6quation de Helmholtz, 
r~el dans un cas, imaginaire dans l 'autre,  avec une 
d@endance  fr~quentielle diff~rente, a gard5 la m~moire 
de son origine. 

L 'analogie est encore plus nette  en gSomStrie unidi- 
mensionnelle cart6sienne, oh la solution de l '~quation 
de diffusion s'~crit en milieu semi-infini : 

k~(x, t) = ~o e x p ( - x / # )  exp[(j(wt - x/Ix)] 
= ~Poexp(-x/Ix) exp~2~ ( f t -  x/2~Ix)] (6) 

avec p = = , grandeur  couramment  appel~e 

, , longueur de diffusion thermique- .  
Cet te  expression mathSmatique est certes identique 

celle d 'une onde plane amortie.  La longueur 2 ~ # serait  
ainsi analogue £ une longueur d 'onde,  qu 'on pourra i t  
relier 5~ une vitesse de phase a~Ix = (2aco) ~/~, mais 
cer tainement  pas g une ,,vitesse de propagat ion de la 
chaleur- .  
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La sp~cificitd principale des solutions de l 'dquation 
de diffusion en r~gime harmonique est que le ph~nom~ne 
ne peut  se faire sans at t4nuation,  le m~me param~tre 
/, gouvernant l ' ampl i tude  et la phase, en fonction 
de la fr~quence et de la diffusivit4 du milieu. A la 
longueur 2 r~ #, la pe r tu rba t ion  thernfique sinusoidale est 
pra t iquement  5teinte en g6omdtrie unidimensionnelle. 
Elle est encore plus fortement attSnuSe en g6om~trie 
tr idimensionnelle,  comme nous allons le voir. 

Par-delg les simili tudes formelles, le phdnom~ne phy- 
sique de diffusion de la chaleur en rdgime sinuso'idal 
ne nous para i t  pas per t inemment  rdductible 5  ̀ un 
ph6nom~ne de propagat ion d 'onde.  Le transfert  conduc- 
t if  rdsulte d 'un  processus collectif irrdversible, correc- 
tement  ddcrit pour l 'essentiel par  une dquation de dif- 
fusion dont la solution ne devrai t  pas ~tre qualifide 
d 'onde.  Nous n 'avons affaire en photothermique qu 'g 
des fluctuations p4riodiques, ndcessairement forcdes, de 
la temperature .  

Ne vaudrai t- i l  pas mieux @iter  l 'expression ,,onde 
thermique, ,  qui n ' appor t e  gu~re qu'une commodit6 
de langage, mais qui peut  t roubler  l 'apprdhension du 
ph6nom~ne physique ? Nous prdfdrons, pour notre part ,  
qualifier ce ph4nom~ne de ,, diffusion harmonique, , .  

3. TRANSFORMEES INTI~GRALES 

Les transformdes intdgrales, qui sont des techniques 
mathdmat iques  puissantes, applicables g u n  vaste champ 
de la physique (optique, thermique,  mdcanique...) sont 
de plus en plus utilis6es. Concernant le domaine de la 
photothermique,  par tons  de l 'dquation de diffusion de 
la chaleur en rdgime sinuso'idal dtabli  et en g6om~trie 
bidimensionnelle axisymdtrique : 

02T(r,z) 1 OT(r,z) 02T(r,z) jco q(r,z) 
3 c r ~  + F - -  T(r, z) -- r Or Oz 2 a k 

(7)  

Appliquons g cette ~quation une double transform6e 
int6grale, laquelle comprend ici une transform6e de type  
Hankel selon ta coordonn~e radiale, puis une transformSe 
de type Fourier selon la coordonn6e axiale. La forme 
precise des transform6es d~pend des condit ions aux 
limites spatiales du problbme, puisque les fonctions 
propres R(&~, r) et Z((p, z), const i tuant  les noyaux des 
t ransformations,  doivent v~rifier la par t ie  homog~ne de 
ces condit ions [2]. 

Avec des conditions limites de deuxibme et troisi~me 
esp@es, l '~quation de diffusion de la chaleur devient : 

= : f ( a ~ ' ¢ ~ )  (8) - f f m T ( ~ m , ¢ p )  - C p ~ ( ~ m , ¢ p )  --  

2 2 jc0 
avec O-rr~ : ~m -r- - - ,  g 
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L'op~ration de t ransformation consiste ~t multiplier 
chaque terme de l '~quation (7) par  les fonctions 
propres, puis 5̀  int~grer sur le vohmm (tll mat~riau. 
Par  exemple, pour la transform~e int~grale de la source, 
nous obtenons : 

{ 1  f b  / / / ~(6m, ¢p) = R(~r~, r ) Z(@, z ) q ( r ,  z ') r '  d r '  dz'  
t=0 '=0 

(9) 
La solution de l '6quation (8) devient alors 6videntc 

dans l 'espace des transform6es : 

q(&~' ¢~) (10) 

Le retour 5. la tempera ture  s'effcctue par  applicat ion 
de la formule de double inversion, qui correspond 5̀  une 
double somrnation infinie dans le cas g&lSral : 

~-'~--~ R(6m,r) Z(@,z) ~(6,~, <p) 
T(r , z )= .~=1 p = l  N(&,,)N(@) k (~,, + ~  + J~)  

(11) 
N(6,~) et N(~v) sont les normes respectives des fonctions 
propres R(~,~, r) et Z(¢ p, z). Les fonctions propres, leurs 
valeurs propres et leurs normes sont disponibles dans la 
I i t tdrature pour un milieu homogSne et les conditions 
aux lirnites usuelles [2]. La solution par les transform6es 
intdgrales est alors calculable, quelle que soit la forme 
de la source, mais la technique s'av~re particuli~rement 
int6ressante dans le ca~ oil les transform~es de la source 
sont int~grables analyt iquement.  

Dans le cas part iculier  d 'un  milieu semi-infini avec 
flux nul en surface, les transform~es sont alors des 
transform6es classiques de Hankel et de Fourier en 
cosinus, off les fr6quences spatiales (5 et ¢ forment des 
spectres continus : 

, , , ,  

~(6,¢) = Jo((Sr ) cos(¢z )q(r ,z )r' dr' dz' 
V l~Jo Jo 

(12) 
et la formule d' inversion devient une int~grale double : 

T(r,z) V g Jo Jo Jo(6r)cos(¢z)~(&¢)fd6d¢ 

(13) 

4. RI~PONSES HARMONIQUES 

4.1. Fonct ions de Green 
et r~ponses h a r m o n i q u e s  

L'ut i l isat ion des fonctions de Green consti tue une 
autre  m~thode int~grale utilisable pour la rdsolution 
de l '~quation de diffusion de la chaleur. La fonction de 
Green est la r@onse percussionnelle du systhine, 5 savoir 
que c 'est  la r@onse 5̀  des dis tr ibut ions de Dirac sur les 



Diffusion harmonique de la chaleur excitation microm~trique 

coordonn~es d'espace, mais ~galement sur le temps. Elle 
satisfait le syst~me (14) associ5 5 des conditions aux 
limites homog~nes [2] : 

[ AG(7+,tl~,,t,), = 1 aG(7+,tlff',t ') 
a at 

~(W - Y+') ~(t - t ' )  

k 8G(~'tlr~"ton ) +hG(~" t l~" t ' )  = 0 

(14) 

L'expression de la fonction de Green d6pend de 
la g6om6trie du syst~me et de ses conditions aux 
limites. Physiquement,  la fonction de Green repr6sente 
la temp6rature  au point  ~ 5~ l ' ins tant  t induite par  la 
dissipation d 'une source ponetuelle instantan6e de 1 J 
au point ~ '  h l ' ins tant  t' (t' < t). Par  d6finition, pour 
tout  instant  t < t', la fonction de Green est nulle. 

Pour un syst~me ayant des conditions aux limites 
homog~nes et un champ initial  uniforme, la temp6rature  
s 'exprime de mani~re simple 5 l 'aide de la fonction de 
Green [2]: 

--+ a f  t iif--+tlr,t')q( 't')dV ' T( r , t ) =  ~ dr' G( r ,  ---+' 
v 

(15) 

Comme la source de ehaleur q(-~', t)  est modulSe 
sinusoi'dalement, elle peut  s'~crire : 

q ( ~ ,  t) = q ( ~ )  e j~t (16) 

L%quation de diffusion de la chaleur se rdduit '~ : 

A T ( Y  + ) - ~ T ( 7  +) -- q ( ~ )  (17) 
k 

oil T ( ~  +) repr~sente la composante al ternat ive de la 
temp6rature  (grandeur complexe). En appl icat ion du 
principe de superposit ion,  la tempdrature  T(7 ,  t) en 
r(igime sinuso~dal dtabli peut  se met t re  sous la forme : 

T(~",t) = T~ont ( ~ )  + T ( r - * )  e jwt (18) 

L'expression (15) s'~crit avec une source de chaleur 
sinusoidale : 

T( r ,t) = dr' G(~' , t l~", t ' )q(7')eJJ dV ' 
V 

(19) 
soit encore : 

2 a ---+l 
T ( ~ , t )  = q ( ~  ) 

v 

G(Y+, t l ~ ' ,  t ')  e j~t' dt '  dV'  

(20) 

Par  ailleurs, les deux variables temporelles t et t '  
darts les expressions des fonctions de Green intervien- 
nent uniquement sous la forme de leur difference : 
r = t -  t ' .  La fonction de Green est done notSe : 

____+ 
G ( r ,  ---~' = ---* ---*' t I r , t ' )  G( r I r , r ) .  Avee ce changement de 
variable, l 'expression (20) devient : 

T ( ~  +, t) 

a / i  f L t = -k q(~") G(--*r I---~'r, v) e - j ~  dT dV' e j~t (21) 

v 

Cette relation permet  le caleul du rfigime transitoire.  
Si le temps  t tend vers l'infini, nous avons alors l 'expres- 
sion de la composante  al ternat ive de la tempera ture  : 

i l l  a ---*' G ( r  I r ,T) e d r d V  T ( ~ )  = ~ q( r ---+ -~ '  J~" ' 

v 
(22) 

Ce qui peut  encore s'~crire sous la forme suivante, 
l 'aide de la r~ponse ponctuelle harmonique H(~I~"  ) : 

= ' (23)  T ( ~ ' )  

v 

L a r@onse ponetuelle harmonique H ( ~ I ~ "  ) a alors 
pour expression [3[ : 

a ---+ ~ , '  - - j w ' r  s - s (WIw ' )  -- g a (  ~ I~ , ~ ) e  d~ (24) 

La r@onse harmonique ainsi d~finie est homog~ne 
une rdsistance thermique (K.W-1) .  Dans l 'expression 

(23), le terme q(T")  t radui t  les propri~t6s de la 
source de chaleur et le terme H ( 7 + 1 7  ') t ient compte 
des propri~t~s thermophysiques et de la gdom~trie du 
mat~riau ~tudi~. H ( 7 + 1 7  ') reprdsente, au facteur a/k 
pros, la fonction de transfert  du probl~me. Dans de 
nombreux cas, les fonctions G e t  H sont calculables 
et uti l isables ensuite pour d6terminer les champs de 
tempdrature  induits par  des sources de r~parti t ions 
spatiales quelconques. 

4.2. M ~ t h o d e  . m i x t e .  de reso lut ion  

En gdom~trie bidimensionnelle axisym4trique, la 
fonction H(717') ,  soit ici H(r, zlr', z'), correspondant  
g la r6ponse harmonique g une spire de chaleur de rayon 
r '  situfie g une cote z' ,  doit vdrifier l '~quation suivante : 

O2H 1 OH O2H j w 6 (r  - r ')  5 ( z  - z ' )  
Or 2 + + H r ~-r Oz 2 a 2r~rk 

= ~ ( ~ - / ~ ) ~ ( z -  z') (25) 
r~k 

Le champ de tempdrature  s 'exprime alors par  : 

H(r, zlr' , z') q(r', z') r' dr' dz' 
(26) 
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notre connaissance, la transform4e de Fourier de la 
fonction de Green eorrespondant h une spire de ehaleur 
n'est pas int4grable analytiquement. 

Une alternative ~14gante consiste ~ combiner une 
transform~e int4grale avee une r4ponse harmonique 
unidimensionnelle not4e H(6, zlz ')  [3]. Pour un milieu 
semi-infini, la transform4e de Hankel d 'ordre zdro peut 
5tre utilis4e. Avee une condition ~ la limite consid4rant 
un flux nul en surface, la r4ponse harmonique ~ u n  plan 
de chaleur situ4/~ la cote z' a pour expression [4] : 

1 (e-olz-~'l  + e-~(~+z') ) H(6, zlz ')  = 

off a2 = 52 + jw (27) 
a 

Cette fonction peut alors ~tre utilis4e pour calculer 
la transform4e de Hankel de la temp4rature : 

f0 °~ 
W(5, z) = H(6, z l z ' )O(6 , z ' )dz '  (28) 

Par transform4e de Hankel inverse, la temp4rature 
s'exprime sous la forme : 

f0 f0 = H(6, zlz ) q(6, z ) &(Sr )  5 (29) T(r,  z) ' - ' dSdz '  

Pour un milieu de dimension lat4rale finie, la 
formule d'inversion de la transform4e de Hankel est 
une somme discrete. Avee une source optique de type 
laser, l 'int4gration selon la variable z' est calculable 
analytiquement et la solution est alors identique ~ celle 
obtenue par la m4thode de s4paration des variables [5]. 
Finalement, le champ de temp4rature est calcul4 au 
prix d 'une seule int4gration num6rique sur la fr4quenee 
spatiale de Hankel 5. 

5. RI:PONSES HARMONIQUES 
ET RI~DUCTION DE MODi:LES 

Lorsque les conditions aux limites sont homog~nes, 
la solution de l '4quation de diffusion de la chaleur en 
r4gime harmonique peut se caleuler sous la forme : 

T(-F') = / / / H ( ~ + I 7  ') q ( 7 ' )  dV' 

V 
(30) 

partir de cette expression, diff4rents r4gimes de 
transfert de chaleur peuvent ~tre mis en 4vidence. 
Pour une source de chaleur q ( T " )  assimilable ~ une 
distribution de Dirac, les r4gimes sph4rique, cylindrique 
et plan sont observables. L'int4gration volumique dans 
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l'expression (30) est alors ais4e g rdaliser dans le cas off 
r /P  correspond g la puissance absorbde : 

=/Jr.(7,7,) 5c -~o) dV' 
V 

_- v P  g ( - F I T 0 )  (31) 
2 

5.1. R~gime sph~rique (dimensions 
de I'~chantillon >> # >> dimensions 
de la source) 

La r4ponse ponctuelle harmonique d 'un milieu infini, 
en g6om6trie tridimensionnelle cart6sienne, se d4termine 
g partir de la fonction de Green et g l'aide de 
transform6es de Laplace tabuldes [2, 6] : 

1 e -~.l~-w'l 1 + j  
H ( 7 1 7 ' )  - 4rck 1 7 - - F ' I  oh ~ ,  - # (32) 

Dans un systbme de eoordonndes sph6riques dont 
l'origine du rep~re est sur le point source, cette r6ponse 
devient unidimensionnelle. Pour un milieu semi-infini, 
grace 5 la m4thode des images, il suffit d 'ajouter  5~ 
la r4ponse du milieu infini son image par rapport 
la surface. Lorsque le point source est en surface, cela 
revient h doubler la r6ponse, d'ofi l'expression de la 
temp6rature en r6gime sph4rique : 

T(r)  r iP 2 e -~'"" r iP e -'~"~ 
- - ( 3 3 )  

2 4 ~ k  r 4rck r 

Le r4gime sph6rique est nettement observable si 
la longueur de diffusion thermique peut devenir ~ la 
lois tr~s infdrieure aux dimensions de l'4chantillon et 
tr~s sup4rieure 5 celles de la source de chaleur. Ces 
conditions sont souvent satisfaites avec une excitation 
de dimensions microm4triques et des fr4quences de 
modulation moyennes. 

5.2. R~gime cylindrique (profondeur 
moyenne de p~n~tration >> /~ >> 
rayon d'excitation) 

La rdponse lin6ique harmonique d 'un  nfilieu infini, 
en g6om6trie bidimensionnelle eart4sienne, se ealcule 
6galement par transformation de Laplace de la fonction 
de Green correspondante, pour donner : 

1 ( __. ) 
H(-F[ -F ' )  = ~ K0 a ,  I r - T"  I (34) 

off K0 est la fonction de Bessel modifi6e de seconde 
esp6ce d'ordre z6ro. 

Darts un syst6me de coordonn6es eylindriques dont 
l'axe Oz eo'/ncide avec le fil source, cette r6ponse devient 
unidimensionnelle. Si la puissance absorb6e rj P/ 2  est 
dissip6e sur une longueur l de ce ,,ill harmonique,, de 
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chaleur, nous obtenons l 'expression de la tempera ture  
en r~gime cylindrique : 

T ( r ) -  riP 1 riP Ko(crur) (35) 
21 2l~k Ko(~ur) = 

Ce r~gime cylindrique ne peut  5tre observ6 que si 
la source de chaleur est net tement  plus ~tendue en 
profondeur qu'en largeur. 

5.3. R~gime plan (rayon d'excitation 
>>/~ >> profondeur moyenne 
de penetration) 

La r@onse surfacique harmonique correspondante a 
pour expression : 

1 e_~.l~_~,l (36) 

Cette r@onse est homog~ne h une r~sistance thermi- 
que de contact  (K.me.W-1) .  Pour un milieu semi-infini 
avec flux nul en z = 0, la r@onse plane harmonique ob- 
tenue est identique/~ la relation (36), oft 5 est pris ~gal 
5 zSro (voir relation (27)). Pour retrouver la tempera-  
ture du milieu en rSgime plan, il suffit de multiplier  la 
r~ponse harmonique par  le flux surfacique, d 'oh T(z) : 

~ P  e - ' " ~  (37)  r ( z )  - 2 ~ ~ l~ ~ .  

Le r~gime plan est observ6 si la source de chaleur 
est plus large que profonde et si la longueur de 
diffusion thernfique est ~ la lois tr~s inf~rieure au rayon 
d 'exci ta t ion et tr~s sup6rieure h la profondeur moyenne 
de p~n~tration de la source. Ce r~gime se caract6rise 
typiquement  par  une phase de la colnposante al ternat ive 
de la tempSrature  6gale ~ - 4 5  ° en surface (z = 0). 

5.4. R~gime isotherme (nombre de Biot 
<< 1 et /~ >> dimensions 
de I'~chantillon) 

Les r6gimes de transfert  de chaleur isotherme et 
adiabat ique correspondent aux deux cas limites oh 
la source et la r6ponse harmonique du milieu se 
trouvent d6corrSlSes spat ialement ,  l 'une ou l ' aut re  de 
ces fonctions pouvant ~tre consid6r6e comme constante 
sur le domaine d ' int~grat ion spatiale.  

Le rSgime isotherme se rencontre lorsque le milieu est 
thermiquement  mince (il se comporte  comme un bloc 
isotherme pour la composante continue) et lorsque la 
longueur de diffusion est suffisamment grande pour que 
l 'on puisse consid~rer la r@onse harmonique comme 
constante dans tout  le volume de l '~chantillon (avec 
la m~me phase et la m~me ampl i tude  en tout  point).  

Le premier principe de la thermodynamique  est utilis~ 
pour d~terminer simplement la t empera ture  du milieu 
dans ces conditions. Nous avons : 

- a k V J w r = - h S T +  f f f  q ( ~ ) d V  = - h S T +  - -  
V 

soit : T - rl P/2 
h S + j w k - v  

a 

La tempera ture  s 'exprime doric par  

T = / f f  H ( W I ~ ' )  q(-~') dV'  

V 

~ P  
2 

( 3 8 )  

(39) 

= H / / f  q(-~") dV'  

V 

- ~ P / ~  (40)  
h S + j w k - y  

a 

Ce r~gime se manifeste n6cessairement aux basses 
fr6quences de modulat ion,  pour lesquelles la longueur 
de diffusion devient trhs grande. La per tu rba t ion  
sinusoidale est continue dans l '~chantillon, son extension 
5rant limit6e par les interfaces. C'est  aussi logiquement 
le rSgime le plus sensible /~ la valeur du coefficient 
d'Schange h. 

5.5. R~gime ad iabat ique  
(/~ << d imensions  de la source) 

Le r~gime adiabat ique correspond au cas oh la source 
de chaleur peut  ~tre consid~r~e comme constante sur un 
volume dont les dimensions sont de l 'ordre de la longueur 
de diffusion. Ce volume n'Schange alors plus d'~nergie 
avec ses voisins, d 'oh  l 'adiabat ic i t6  du phSnom~ne. Le 
laplacien dans l '6quation de diffusion de la chaleur peut  
alors ~tre n~glig~ : 

__ jw q('~) A T ( ~ ' )  - jw T ( ~ ' )  ~ - - -  T ( ~ )  - (41) 
a a k 

La tempera ture  se d~termine alors par  : 

T(~' )  =///H(~'l--~")q(~")dV' 
V 

fff a (42) = q(7*) H ( ~ - ' I ~ ' )  dV'  = q(-F) 

V 

Pour des matdr iaux di~lectriques et des sources de 
chaleur de relat ivement grandes dimensions, ce r4gime 
peut  faire sentir son influence d~s quelques Hertz. En 
revanche, pour les mdtaux et pour des excitat ions 
l'dchelle micromdtrique, il ne peut  appara i t re  qu 'g de 
tr~s hautes fr6quences. 
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6. APPLICATION A. UNE SOURCE OPTIQUE 
DE TYPE LASER 

6.1. Profil de source 

La source optique correspond ici 5̀  une excitation de 
type laser fonctionnant en mode TEM 00. Le faisceau 
excitateur a une r@art i t ion 6nergdtique de forme 
gaussienne suivant la dimension radiale de rayon 5~ 1/e 
6gal 5. r0. L 'a t t6nuat ion du faiseeau en profondeur suit 
une loi exponentielle avee un coefficient d 'absorpt ion/L 

Figure 1. Excitation optique. 
Figure 1. Optical excitation. 

laser 

La source volumique de chaleur s'6crit : 

q(r ,z , t )  = r l P ~  e_(~o) 2 eJ~ 
~r~ e -~  2 (43) 

L'dchantillon retenu ici est un 6chantillon d'alu- 
minium dont les caract6ristiques sont les suivantes : 
/3 = 1,25.10 s m -1, k = 2 0 4 W . m - l . K  -1, p = 2707 
kg.m -3 et C v = 896 J.kg-~.K -a, d'o~t une diffusivit6 
thermique de 8,41.10 -5 nl2.S -1. 

Toutes les courbes prdsent6es dans cet article sont 
relatives 5̀  cet dchantillon d 'a luminium,  sauf mention 
contraire. 

6.2. Transition r6gime sph6rique - 
r~gime plan 

La figure 2 prdsente l ' importance au centre de 
l 'excitation (r = 0 ; z = 0) de la taille de sonde dans 
la r~ponse thermique d 'un  6ehantillon d 'a luminium. 
Les valeurs de rayon retenues sont : 1 ; 10 et 50/am, 
dimensions physiquement rdalisables avee un faisceau 
laser convenablement focalis~. La puissance absorb6e 
r] P e s t  prise ~gale/t 1 roW, ce qui la rend repr6sentative 
d 'un  laser de faible puissance. La courbe en amplitude 
fait apparaitre le rapport  entre l 'ampli tude de la 
composante alternative et la eomposante continue de 
la tempdrature. 
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Figure 2. Temp6rature au centre (r = 0 ; z = 0), aluminium. 
1 : r 0  = 1 g i n ;  2 : r 0  = 1 0 g i n ;  3 : r 0  = 5 0 / a m .  

Figure 2. Temperature at the centre (r = 0; z = 0), alumi- 
Num.  1:r0 = 1 gin; 2:r0 = 10 lain; 3:r0 = 50 gin. 

L'axe inf4rieur est gradu4 suivant la frdquence 
de modulation, alors que l'axe supdrieur donne la 
valeur correspondante de la longueur de diffusion 
thermique. Cette figure 2 permet d'observer le passage 
du r6gime sph6rique au rdgime plan du transfert de 
ehaleur. Le rdgime plan correspond 5̀  l 'approximation 
unidimensionnelle, 5̀  savoir une phase en surface de 
- 45  °. Ce rdgime plan se rencontre lorsque la longueur 
de diffusion thernfique devient net tement  inf6rieure au 
rayon d'exeitation. Done, plus le rayon d'excitation est 
faible, plus la transi t ion rdgime sph6rique - rdgime plan 
se produit pour des frdquences de modulation ~levdes. 

Pour une excitation 5. l'6chelle micromdtrique, le 
rdgime sph4rique est done observable syst@latiquement.  
Ce rdgime se caract6rise par une amplitude au centre 
qui ne d6croit pas avec la frdquence et une phase nulle 
au centre de l 'excitation. 

6.3. Transition r6gime plan - 
r6gime adiabatique 

Pour ce paragraphe, 1 6chantillon employ6 est un 
mat6riau di~leetrique type ayant pour caract~ristiques : 
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fl = 2.104 m -~, k = 1 W.m ~-K -1, p = 2 000 kg.m -a et 
C~ = 1 000 J.kg-~.K -~, d'o6 une diffusivit6 thermique 
de 5.10 -~ m2.s -~. 

La figure 3 repr~sente la rdponse thermique de eet 
6chantillon au centre de l 'excitation (r = O; z = O) 
en fonction de la frdquence de modulation pour trois 
valeurs de rayons d'exeitation : 500 gin, 1 mm et 5 ram. 
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3989 398,9 39,9 4,0 0,4 

0.8 N,,~. I ........... 

0.6 
0.4 ~ ' ~  

0.2 

0 , 0 1  1 1 0  2 1 0  4 1 0 6  

f (Hz) 

(a) 

g (am) 

3989 398,9 39,9 4,0 0,4 

-20: \ 
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-80 

0,01 1 102 10 a 106 
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F i g u r e  3. T e m p 6 r a t u r e  au centre  ( r  = 0 ; z = 0),  di61ectr ique.  
1 : ro  = 1 Jam; 2 : ro  = 1 0 1 . t m ;  3 : ro  = 50  p,m. 

F i g u r e  3. T e m p e r a t u r e  at the  centre  (r = O; z = 0), dielectr ic .  
1: r'o = 1 ~l,m; 2: ro  = 10 l, tm;  3: ro  = 5 0  gm.  

La courbe de phase (courbe 1) permet l 'observation 
de la transi t ion du rdgime plan au rdgime adiabatique, 
caractdris6 par une phase en tout  point 6gale ~ - 9 0  °. Le 
rdgiIne adiabatique correspond au cas o6 la longueur de 
diffusion thermique est trds infdrieure aux dimensions 
de la source. 

L'absence de palier de phase 5~ - 4 5  ° sur les deux 
autres courbes (2 et 3) s'explique par la valeur du 
rayon d'excitation qui, eomparde '£ la longueur de 
diffusion thermique, ne peut plus satisfaire les critdres 
d'dtablissement du rdgime plan. Pour une frdquence 
supdrieure ~ 100 Hz environ, la rdponse thermique est 
la mdme pour les trois valeurs de rayons retenues ici 
et tend vers le rdgime adiabatique. En effet, pour des 
frdquenees supdrieures ~ 100 Hz, la longueur de diffusion 
thermique devient inf6rieure aux dimensions de la source 
de chaleur (1/fl = 50 gin). 

6.4. Profils radiaux de temp6rature 

La figure. ~ prdsente l 'amplitude et la phase de la 
composante alternative de la tempdrature en surface. 
avec r0 = 1 g m e t  ~IP = 1 roW. Sur le graphe relatif 
5 l 'amplitude figure 6galement la eomposante continue. 
Les courbes d 'ampli tude correspondant attx frdquences 
de 1 et 10 kHz sont confondues avec celle de la 
composante continue. 
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F i g u r e  4. Profils radiaux surfaciques (r0 = 1 gin). 
1: f =  l kH z ;  2: f =  10 kHz; 3 : f = 1 0 0  kHz; 4: f 
= 1 MHz. 
F i g u r e  4 .  r - p r o f i l e s  at  t h e  surface (to = 1 am) 1: f = 1 kHz; 
2: f = 10 kHz; 3: f = 100 kHz; 4: f = 1 MHz. 

La principale remarque concerne le caract~re localis6 
de la rdponse thermique. Pour les frdquences de 
modulation employdes, la diffusion harInonique de la 
chaleur se fait en rdgime sphdrique, e'est-/~-dire que la 
longueur de diffusion thermique est grande devant le 
rayon d'excitation. 

La rdponse thernfique se localise sur une longueur trds 
infdrieure g la longueur de diffusion thermique. Ceci est 
d6 '~ l'expression de la tempdrature en rdgime sphdrique, 
qui est inversement proportioimelle au rayon r (voir 
relation (33)), inddpendamment de la fi'dquenee de 
modulation, done de ia longueur de diffusion thermique. 
La localisation par la fonction exponentielle devient 
ndgligeable aux courtes distances devant la localisation 
par le facteur 1/r. Une source de petites dimensions voit 
ainsi son effet confin6 /~ son proehe voisinage, mdme 
basses frdquences ou pour la composante continue de la 
temp6rature. 

La figure 5 est analogue ~ la figure ,[, mais pour 
ro = 25 g m e t  v P  = 10 inW. 
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Figure 5. Profils radiaux surfaciques (ro = 25 lam). 1 : f 
= 1 k H z ; 2 :  f =  10 k H z ; 3  : f =  100 k H z ; 4 :  f =  1 MHz. 

Figure 5. r-profiles at the surface (to = 25 gm). ] :  f 
= 1 kHz; 2: f = 10 kHz; 3: f = 100 kHz; 4: f = I MHz. 

Cette  figure 5 permet  d 'observer  le passage du 
r6gime sphdrique au r6gime plan. En effet, pour 
f = 1 MHz, le t ransfert  de chaleur suit le r6gime plan. 
Pour cette fr6quenee de modulat ion,  la longueur de 
diffusion thermique est 6gale g un cinqui6me du rayon 
d 'exci ta t ion.  

En r6gime sph6rique, la pente radiale des courbes 
de phase permet  une identification de la diffusivit6 
thermique de mani6re ais6e [7, 8]. En effet, la phase de 
la composante  al ternat ive de la temp6rature  est alors 
inversement proport ionnelle  g la longueur de diffusion 
thermique (voir relat ion (33)). 

6.5. Sensibilite & la diffusivit4 
thermique 

Par  d6finition [9], le coefficient de sensibilit6 d 'une 
grandeur  queleonque G au paraln~tre rni peut  s'dcrire 
sous la forme suivante : 

aG 
Xi = m i  0 m i  ( 4 4 )  

Dans notre cas (m6thode mixte  de r6solution), nous 
calculons num6riquement la transform6e de Hankel 
inverse de la temp6rature ,  ee qui contraint  g calculer 
6galement num6riquelnent la d6riv6e. 

La sensibitit6 en ampl i tude  et en phase de la 
temp6ra ture  & la diffusivit6 thermique est calcul6e selon : 

X a  = a T(a + Aa) - T(a) zXa (45) 
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La figure 6 prdsente l '6volution de cette sensibilit6 
pour une variat ion relative de +5 % de la diffusivit6 
thermique,  soit 8,83.10 5 m 2 . s - 1  eli fonction de la 
coordolm6e radiale. Le rayon d 'exci ta t ion est de 1 gm 
et la puissance absorb6e est de 1 roW. La variation 
de diffusivit6 est ici sinmlde par une variat ion de 
conductivit6 thermique '~ chaleur vohmfique constante. 
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Figure 6. Evolution de la sensibilit6 selon r (ro = 1 gm). 1 : f 
= 1 kHz ;  2 : f = 10 kHz ;  3 : f = 100 kHz ;  4 : f = 1 MHz. 

Figure 6, Evolution of the sensibility versus r dimension 
(r0 = 1 btm). 1: f = 1 kHz; 2: f = 10 kHz; 3: f = 100 kHz; 
4: f = I MHz. 

Quant la d6tection s'61oigne du centre, la sensibilit6 
en ampl i tude  diminue. I1 serait  donc recommand6, pour 
effectuer une identification de la diffusivit6 thermique 'g 
par t i r  de l ' ampl i tude  de la composante al ternative de la 
temp6rature,  de travailler pr6s de l 'exeitation. 

En revanche, g par t i r  de la phase, il y a tout  int6r~t 
g s'61oigner de l 'exei tat ion pour b6n6ficier d 'une bonne 
sensibilitC C'est  d 'ai l leurs principalement /~ par t i r  des 
profils en phase obtenus par diverses m6thodes photo- 
thermiques que des identifications de diffusivit6 thermi- 
que sont r6alis6es 'g l'6chelle microm~trique [7, 8, 10]. 

7. REGIMES THERMIQUES OBSERVI~S 
SOUS EXCITATION MICROM#TRIQUE 

Parmi  les principales m6thodes photothermiques [11], 
nous exanfinons ici la radiom6trie photothernfique [12], 
l'effet mirage [13] et la photor6flexion [14]. 
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Avec un disposit if  de radiomdtrie photothermique,  
Salazar et al. [15] 4tudient deux matdr iaux anisotropes 
(graphite pyrolyt ique et ni trure de bore pyrolytique).  
Le faisceau exci ta teur  est un laser g argon ionis4 de 
diam~tre dgal ~ 80 tam. Le ddtecteur infrarouge HgCdTe 
permet  l 'observation d 'une  zone de 70 x 70 gm ~. Les 
fr®uenees de modula t ion  sont comprises entre 10 et 
80 Hz. Dans ces conditions, le t ransfert  thermique 
suit le r6gime sphdrique. Egalement en radiom6trie 
photothermique,  Mart insons et al. [16] r6alisent des 
mesures de diffusivit6 thermique,  d'effusivit6 thermique 
et de r4sistance thermique de contact  sur des d ® 6 t s  
de TiN de quelques micrombtres d 'dpaisseur (3 g 5 gin) 
sur un subst ra t  d 'acier.  Le faisceau laser exeitateur,  
d 'une puissance de 2 W, a un diam~tre de 100 tam ; la 
zone d4tect6e a un diam~tre de 60 tam. Les fr®uenees 
de modula t ion  utilis6es vont de 10 g 400 kHz. Avec de 
~elles conditions ex®rimenta les ,  le t ransfert  de chaleur 
est interm4diaire entre les r4gimes sph6rique et plan. 

En uti l isant  l'effet mirage, Figari  [17] a r~alis~ une 
mesure de la diffusivit6 thermique d 'un  4chantillon de 
cuivre g l 'aide d 'un  faisceau laser sonde (laser He 
Ne). Le faisceau pompe,  de diam~tre ~gal 5~ 100 gm, 
est produi t  par  une lampe au x~non modul~e g 
des fr®uences allant de 4 g 400 Hz. Ces conditions 
ex®rimenta les  conduisent g un r6gime sph~rique de 
transfert  de ehaleur. C'est  6galement le cas, toujours 
par  effet mirage, pour Machlab et al. [18], puisque la 
fr®uence de modulat ion est infdrieure g~ 2 kHz pour un 
faiseeau exci tateur  ayant  un rayon de 35 bun. 

Par  photor6flexion, Forget et al. [8] dtudient  la mo- 
bilit~ des por teurs  dans le silicium. Le faisceau sonde 
est issu d 'une diode laser dmet tant  'g 670 nm et le 
faisceau pompe d 'un  laser argon ionisd modul6 entre 
500 kHz et 2 MHz par  une cellule acousto-optique. La 
valeur de la mobilit4 des por teurs  est obtenue ~ par t i r  
des profils de phase, en rdgime sph4rique, du signal de 
photor6flexion. Avec la m6me technique ex®rimenta le ,  
Har tmann  et al. [19] ~tudient la eonductivit6 thermique 
de films minces d 'or  (®aisseur  allant de 50 g 1 500 nm) 
sur un subst ra t  de quartz.  Avee les conditions ex®r i -  
mentales employ4es, la diffusion de la chaleur se fair 
encore en r6gime sph4rique. 

Les mdthodes photothermiques se d6veloppent tr~s 
rapidement  en direction d 'une analyse g l'6chelle micro- 
scopique. Avec les conditions ex®rimenta les  requises 
pour une analyse g cette dchelle, la diffusion de la cha- 
leur se fait pr ineipalement  en rSgime sphdrique. Ceci 
contribue ~ la r4solution spat iale  de ces mSthodes, puis- 
que la per tu rba t ion  thermique est att~nu~e en 1/r d~s 
que l 'on sort du faiseeau excitateur,  i nd®endammen t  
de l ' a t t6nuat ion par  la fonetion exponentielle,  faisant 
intervenir la longueur de diffusion thermique. Puisque 
le t ransfert  de ehaleur suit le rdgime sphdrique, la r6so- 
lution spat iale  peut  devenir inf~rieure g la longueur de 
diffusion therinique. Cet te  part icular i t~ est qualifi~e de 
, ,super-r~solution,,  par  Cret in et al. [20]. 

8. CONCLUSIONS 

Le comportement  thermique d 'un  milieu semi- 
infini, soumis 5. une excitat ion optique de type  laser 
et modul~e sinuso'idalement, est simuld g par t i r  de 
plusieurs moddlisations thermocin~tiques, faisant usage 
des transform~es intdgrales et des fonctions de Green, 
ainsi que des r®onses  harmoniques assocides. 

Ces m~thodes de r~solution appor tent  un formalisme 
per t inent  pour la comprehension du ph~nombne de 
diffusion de la chaleur, en vue de l 'appl ieat ion de 
techniques inverses. Le formalisme introduit  par  les 
fonctions de Green et les r®onses  harmoniques met en 
dvidence les diff~rents r~gimes de transfert  de chaleur, 
tout  en leur donnant  une base plus fondamentale.  

Avec une excitat ion de dimensions microm~triques, la 
diffusion de la ehaleur se fair prineipalement en rdgime 
sphdrique, c 'est-g-dire que la per tu rba t ion  thermique 
reste localisde sur une longueur inf&ieure g la longueur 
de diffusion thermique. Dans le cadre de l 'or ientat ion 
actuelle des m4thodes photothermiques vers une analyse 
g l'dchelle microscopique, le r6gime sph~rique d6crit 
bien la diffusion harmonique de la chaleur pour des 
ex®riences  ~ une telle dchelle d 'analyse,  of~ il contribue 
alors g la r~solution spatiale.  

Par  ailleurs, un rappel  a 6t~ effectu~ eoncernant 
la dist inct ion qu'il  conviendrait  de maintenir ,  dans 
la terminologie, entre ph~nom~nes ondulatoires et 
phdnom~nes de diffusion en r4gime harmonique. 
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A b r i g d e d  E n g l i s h  V e r s i o n  

H a r m o n i c  h e a t  d i f f u s i o n  a p p l i e d  t o  n o n - d e s t r u c t i v e  e v a l u a t i o n  b y  p h o t o t h e r m a l  t e c h n i q u e s  

The different photo thermal  techniques for non- 
destruct ive test ing and character izat ion are in quick ex- 
pansion, notably  towards microscopic analysis, for which 
these techniques can be introduced inside microscopes: 
optical,  electron, tunnel,  a tomic force... Whatever  the 
detect ion technique, the sample tempera ture  under per- 
iodic exci tat ion has to be calculated, in order to inter- 
pret the images, then to under take the es t imat ion of 
thermophysical  parameters  from the photo thermal  or 
thermoelast ic  signals. 

In a similar way to tile Green's  functions in time- 
dependent  problems, the harmonic response functions 
are more especially well sui ted to calculate the tempe- 
ra ture  fields induced by harmonic sources of any spat ial  
dis tr ibut ion.  The harmonic response is the solution of 
the heat  diffusion equation with harmonic t ime depen- 
dence, where the heat  source is expressed as Dirac 's  
del ta  functions for the spat ial  coordinates.  Generally, 
the harmonic response function is related to the corres- 
ponding Green 's  flmction by a Fourier transform. Wi th  
no boundary  conditions of the first kind, the solution of 
the heat  diffusion is s imply obtained from an integrat ion 
of the harmonic response over the source field. 

In the axisymmetr ical  case, the two-dimensional 
harmonic response function is the response to a circular 
heat  generat ing thread.  A smart  a l ternat ive in this case 
is the use of a mixed method,  associating an integral 
t ransform and a harmonic response. At  first, a Hankel 
t ransform is applied to the heat  equation, leading to a 

one-dimensional equation for the axial variable. Then 
a harmonic plane response flmction can rather  easily 
be found, according to the boundary  conditions of the 
problem, even for a multi-layer sample. In the frequent 
case of a localized source at relatively high modulat ion 
frequencies, a semi-infinite smnple with zero flux on the 
surface is well suited for tile boundary  conditions. 

From a relevant analysis of tile results given by this 
modelling, we identify a few characterist ic heat  diffusion 
behaviours, according to the ratio between the thermal  
diffusion length and tile dimensions of the beam or of 
the sample. These tempera ture  distr ibutions behaviours 
correspond to isothermal,  spherical, plane, cylindrical 
or adiabat ic  conditions. Wi th  a view to parameter  
identification, these par t icular  behaviours provide model  
reduction opportunit ies.  Par t icular  at tent ion is devoted 
to the thermal  pa t te rns  observed under excitat ions 
with micrometric dimensions, where the heat diffusion 
happens in an ahnost spherical geometry. Then, even 
at low modulat ion frequencies, the spatial  resolution of 
the photothernml technique appears  to be essentially 
l imited by the size of the heating beam. 

Finally, we believe tha t  a specific terminology must 
be held between genuine wave propagat ion and diffusion 
phenomena under harmonic excitation. Concerning the 
latter,  we clearly prefer the term of 'harmonic diffusion' 
rather  than  the commonly used expression of ' thermal  
wave ~. 
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